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НОВАЯ. ГЕОМЕТРТГЯ 
ТРЕУГОЛЬНИКА. 


(Сботё!тте тёсетте Чи 171апя1е). 





11. Теорема. Прямыя, проведенныя чрезь вершины тр-ка АВС 
параллельно сторонамь В, С!, СлА:, А.В: перваю тр-ка Брокара пере- 
съкаются въ одной точкъ на окружности АВС. 

Положимъ, что прямая, проведенная чрезъ А параллельно В!С;, 
пересЪкаетъь окружность АВС въ точк$ В (фиг. 35). Прамыя В,С1 и 
ВО, какъ соотвфтственныя прямыя тр-вь А,В:С; и АВС, составляютъ 
равные углы съ осью Штейнера хх. Прямыя АК и АВ, параллель- 
ныя ВС и В,С,, образують также равные углы съ 22”, а такъ какъ эти 
прямыя проходять чрезъ соотвЪтетвенныя точки А! и А тр-вь А, В.С 
и АВС, то онЪф также суть соотвфтетвенныя прямыя этихъ тр-вЪ. су 

Такимъ образомъ, прямыя; проведенныя черезь А,^В,. Сцарал- 
лельно В:С,, С.А:, А.В, суть соотвЗтственныя прямымъ А: ‚ВК и 
С.К. Но АК, В.К, С.К пересвкаются въ одной точк К.^на) окружно- 
сти А,В1С1; поэтому и соотв$тственныя имъ прямыя, _означенныя ВЪ 
теорем, пересфкаются въ одной точк® В, на окружности\\АВС. 

12. Точка Штейнера. Точка пересфчен!я В”@рямыхъ, проведен- 
ныхъ чрезь вершины тр-ка АВС параллельно сторонамъ В,С:, С1А,, 
В,С, перваго тр-ка Брокара, наз. точкой Штейнера тр-ка АВС. 








*) См. „Вфстника Оп. Физики“ №№ 280, 931, 239, 234. 286, 289, 240 ии 244. 
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Изъ доказательства предыдущей теоремы сл$луетъ, что точка 
Штейнера В и точка Лемуана К тр-ка АВС суть соотв тственныя точки 
тр-въ АВС и А. В\С,. 


= 





Фиг. 35. 


13. Теорема. Перпендикуляры, опущенные изъ вершинь основноло 
тр-ка АВС на стороны В,С,, СА,, В.С, первало ту-ка Брокара, пере- 
съкаются въ одной точкъь на окружности АВС. 

Положимтъ, что перпендикуляръ изъ А на В,С, перес$каетъ ок уж- 
ность АВС въ точкВ М (фиг. 35). Такъ какъ ВС и В,С,, какъ со ео - 
ственныя прямыя тр-въ АВС и А.В,С1, составляють равные ‚углы СЪ 
осью Штейнера х5’, то и перпендикуляры А.А’ и АМ къ эт > пря- 
мымъ составляютъ съ хх’ равные углы; но т и А, суть со тствен- 
ныя точки тр-въ АВС и А,В,С,, а потому и А.А’ и АМлбуть соотвЪт- 
ственныя прямыя этихъ тр-вь, Такимъ о, перпендикуляры изъ 
А, В, С на В,С,, СА, А.В, суть соотв$тетвенныя - я для АА’, 
В,В/, С;:0'; эти же прямыя пересЪкаются въ и Ъ О на окруж- 
ности А,В:С,; ел$довательно и перпендикуляры `иаз’ А, В, С на В,С,, 
С.А,, А.В, пересЪкаются въ одной точкф М на окружности АВС. 

_ 14. Точка Тарри (Татту). Точка пересВченя № перпендикуля- 
ровъ изъ вершинъ тр-ка АВС на стороны В.С, С.А, АВ, перваго 
тр-ка Брокара наз. точкой Тарри тр-ка АВС. 
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Изъ доказательства предыдущей теоремы видно, что точка Тарри 
№ и центръь О круга АВС суть соотвЪтетвенныя точки тр-въ АВС и 
А, В, С. ® 

Такъ какъ точка Лемуана К и центръ О круга АВС суть концы 
даметра окружности А,В.С1, то соотв тственныя имъ точка Штейнера 
В и точка Тарри М суть концы Фаметра окружности АВС. 

15. Теорема. Основной тр-къь АВС и первый тр-къ Брокара А. В, С\ 
перспективны, т. е. прямыя АА,, ВВ,, СС, перес$каются въ одной точк%. 
.  Положимъ, что КА, пересфкаетъь АВ и АС въ В'иу (фиг. 35). 
Такъ какъ КА, есть отрфзокъ параллели Лемуана (2), то 6’ и у суть 
точки окружности Лемуана; но окружность Лемуана концентрична съ 
окружностью Брокара (1); поэтому Ку== А, 6; "слфдовательно, прямыя 


АКи АА, изотомичны относительно БС. Подобнымъ же образомъ ВК и. 


ВВ,, СК и СС, изотомичны относительно АС и АВ. СлФдовательно, пря- 
мыя АА,;, ВВ, СС,, изотомически сопряженныя съ АК, ВК, СК, пере- 
сЪкаются въ одной точкЪ (У,2); эту точку будемъ обозначать чрезъ О. 

Центрь перспективы ПО тр-вь АВС и А.В,С: лежить на прямой 
МВ, соединяющей точку Тарри съ точкой Штейнера. 


Ось зомоломи тльль-же 7-в% перпендикулярна къ прямой ОУ. 


16. Сопряженныя окружности. Окружности, проходяния чрезъ 
двЪ вершины тр-ка и касаюпияся его стороны въ одной изъ этихъ вер- 
шинъ, наз. сопряженными окружностями. (Обсоп/ететсез а@оймез, 
Вейтегзе). 

Каждая изъ сопряженныхь окружностей проходить чрезъь одну 
изъ точекъь Брокара тр-ка (11,6,7); поэтому шесть сопряженныхъ ок- 
ружностей тр-ка АВС можно раздЪлить на дв группы: сопряженныя 
окружности 1-й группы суть окружноети АЗВ, ВС, СФА, проходящая 
чрезъ первую точку Брокара (®) тр-ка; окружности АЭ’ЗВ, ВС, СА, 
проходящая чрезь вторую точку Брокара (52) тр-ка, составляютъ 2-ю 
группу сопряжепныхъ окружностей. Изъ этого слЗдуетъ, что сопряжен- 
ныя окружности одной группы перес$каются въ одной изъ точекъ Бро- 
кара (® или &’) тр-ка. 

17. Окружность, проходящую чрезь вершину тр-ка А и касаю- 
шуюся противоположной стороны его ВС въ точкЪ В, будемъ обозна- 
чаль чрезъ (А.В), гдф вторая буква съ чертой сверху обозначаетъ т ок 
касан!я окружности со стороной тр-ка, противолежащей вершин ^@1 
обозначенной первой буквой. < 

Такимъ образомъ, сопряженныя окружности ( 
1-й группы: АВ, В®С, СФА обозначаются чрезъ (А, В ‚ 80), (С.А); 
2-й группы: АЮВ, ВЭС, С9'А - ‚ А ›, (с, В), (А.С). 


18. Обозначимъ перес$ченя прямой (фиг. 36) < 






А@ съ ВС и окружностью (В, С) чрезь. © и с, 
В@ съ СА и = (С.А) 5 бир 
Со съ АВи ,. (АВ, их 


"Гакъ какъ 
Д В®С == 180° — С (11.6), 
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Д.Ваб=Д Си д ВСа= ДВ; 


но, обозначивъ чрезъ ‘с, В, 7: перес% чен!я прямых Ас, ВВ, Су съ 
окружностью АВС и замфтивъ, что (Ш,8) 


Д ЗАВ = ДВС = / СА = о (уголт, Брокара), 
а потому тж ых З 
Ау, =В<, =0ОЙ, 
найдемъ, что 
д ВЭа=—А В: 
слфдовательно 
ВОВА Ви А: 


Отсюда слфдуетъ, что ирл-ки «ВС и САВ обратно подобны. То же спра- 
ведливо для тр-въ ВСА, 7АВ. 


1) Прямыя -@С0, ВА, УВ соотвЪтетвенно параллельны сторонамъ 
тр-ка АВ, ВС, СА. 


2) Прямыя сВ, ВС, УА касаются окружности АВС. 


3) Если симеданы тр-ка АК, ВК, СК пересЪкаютъ его стороны 
въ К,, Ко, Кз, то прямыя К 9.;, Ко, К.@, соотвЪтетвенно парал- 
лельны сторонамъ СА, АВ, ВС. 


Очевидно, что сопряженныя окружности второй группы обладаютъ 
аналогичными свойствами. 


20. Смежныя всопряженныя 
окружности. ДвЪ сопряженныя 
окружности разныхъ группъ, ка- 
сающяся сторонъ тр-ка въ одной 
вершин его (напр. окружности 
(С.А) и (В,А)) будемъ вазывать 
смежными сопряженными окруж- 
ностями. 

Изъ построен1я центра подо- 
бля (двойной точки) подобных ки 
одинаково расположенных фи 
гуръ слЗдуетъ, что: ‚о 

Вторая точка пересьменя 
смежныхь сопряжен м окруж- 
ностей (С,А) и т сть центрь 
70д0бзя подобн и одинаково 

Фиг. 36. исполозеенны и уръ, построен- 
ныхъ на сторонахъь тр-ка СА и ВА. (П,2). © 


21. Теорема. Если смежныя сопряженныя окружности (С,А) и 


(В,А) тр-ка АВС переспкаются вь О, а прямая АО пересюкается съ 
окружностью АВС въ О, то хорда АШ проходить чрезь точку Ле- 
муана тр-ка АВС и дълится въ О пополамь. (фиг. 37). 
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Обозначимъ стороны тр-ка, 
АВ и АС чрезь сиБ. Такъ какъ 
точка О, по предыдущему, есть 
ценгрь подобя подобныхъ фи- 
гуръ, имВющихъ соотвЪтствен- 
ными прямыми АВи АС, то раз- 
стоянтя точки О отъ этихъ пря- 
мыхЪъ относятся какъс:6; въ томъ 
же отношенм находятся разстоя- 
в!я точки Лемуана К тр-ка отъ 
этихь сторонъ (\,17); слФдова- 
тельно, прямая АО проходить 
чрезь точку К. 

Лля доказательства второй 
части теоремы положимъ, что пря- 
мая БО пересЪкаетея съ окруж- 
ностью АВС въ точкз Е. Такъ Фиг. 37. 
какъ тр-ки ВОА и АОС подобны и одинаково расположены, то Х ОАС = 
=ДАВС=/ОРЕ и ДАСО= С ОЕО. Изъ равенства-же угловъ / РАС 
и / АПЕ слфдуетъ равенство лугь СО и АЕ, и ОЕ и АС; поэтому 
хорды ПЕ и АС равны, а сл$довательно АО = 0. 

22. Второй треугольникъ Брокара. Треугольникъ, вершины 
котораго (Аз, В», С5) суть пересБченмя окружности Брокара съ симе- 
дланами ‘тр-ка АВС, наз. вторымь тур-мь Брокара. 

Обозначимь чрезь К!:, Три А, точки пересВченя симедланы АК 
тр-ка АВС съ его стороной ВС, съ окружностью АВС и съ окружностью 
Брокара (фиг. 38). Такъ какъ прямая КО, соединяющая точку Лемуана, 
К тр-ка АВС съ центромъ О описаннаго около него круга, служить 
дламетромъ круга Брокара (1), то ОА, | АТ,, а потому А, есть середина 
хорды АТ,, хорда же АТ, есть симед1ана тр-ка АВС; слФЗдовательно 
(21), точка А» есть пересчене` смежныхъ сопряженныхъ окружностей 
(С.А) и (В,А), или АЗС и А®В. 

Такимъ образомъ, вершины второю тфр-ка Брокара АзВзС» суть 
„почки пересъьченля трежь парь смежныхь сопряженныхь окружностей ` 
р-ка АВС. 

Не трудно убЪдиться также, что 





ее А-В 6 
А.В. А.С = А, А*, т 





гдЪ Бис суть стороны АС и АВ тр-ка АВС. Е 

23. Теорема. Вершины второю тр-ка рока, АэВ2С, суть 
центры я0добля подобных и одинаково расположенныхь фиуръ, построен- 
ныхь на сторонахъь тр-ка АВС. < 

Обозначимьъ чрезь Е,, Е», Е, подобныя и одинаково расположен- 
ныя фигуры, соотвЪтственныя стороны которыхъ суть ВС, СА, АВ. 
Точка А,, по доказанному, есть пересЗчеше смежныхъ сопряженныхь 
окружностей (С,А) и (В,А); сл$довательно, А» есть центръ подобля фи- 


! 
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гурь РьиЕ, (20). По аналоми, точки В, и С, суть центры подобя 
фигуръ Е. и Ел, Ели Е. 





р 


ы Фиг. 38. 

СлЪдетве. Второй тр-кь Брокари и окружность Брокара слу- 
жать треуюльникомь и окружностью подобя для подобныхь и одина- 
*0во расположенныхь филуюъ, построенныль на сторонахь злавнаю 
зир-ка АВС. (ШВ). 

24. Теорема. Симефаны тр-ка, составленналю соотвътственными 
прямыми подобныхь и одинаково расположенныхь физурз, построенныхь 
на сторонахь тр-ка АВС, проходять чрезь вершины второю трека 
Брокара (АзВ.С.). &\ 

Положимъ, что соотвЪтственныя прямыя фигуръ Е», Еь, Есобра- 


х 


зують тр-къ абс (фиг. 38). Такъ какъ точка А» есть центръ подобя фи- 
гуръ Ес и ЁЕь, соотв$тственныя прямыя которыхъ суть ба Ро ВА и 
АС, то Д Аоас= Д/Д А,АС и / А, аб = / ААВ; сл$до тельно прямая 
Аза есть симедлана тр-ка афс. По аналот1и заключаемъ,\\что В.Б и Сс 
суть также симедланы тр-ка абс. Теорема такимъ об доказана. 

25. Теорема. Точка Лемуана К тр-ка аЪс, обоставленнало соот- 
взыиственными прямыми подобныхь и одинаково располооюенныхь филурь, 
построенныхь на сторонахь злавно тр-ка АВС, находится на окруж- 
ности Брокара этою тр-ка. 

Тр-ки АзВ,С, и абс перспективны и центръ перспективы ихъ на- 
ходитея на окружности подоб1я, фигуръ Ро, Еь, Ес (01,19), т. е. на 
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окружности Брокара тр-ка АВС (23). По предыдущей-же теорем цент- 
ромъ перспективы тр-въь А,В.С, и абс служить точка Лемуана # тр-ка 
абс; слфдовательно точка & находится на окружности Брокара тр-ка 
АВС. (Фиг. 38). 

26. Теорема. Вершины первао тр-ка Брокара (А.В1С,) суть 
неизммьнныя точки подобныхь и одинаково расположенныхь филуръ, по- 
строенныхь на сторонажь злавнаю тр-ка (АВС). 

Такъ какъ тр-ки АВС и афс подобны и ДКА! = Д КАД, то 
СКА, = углу, составленному прямыми ВС и $6 (Ш,2,с): но А.К | ВС; 
слЪдовалтельно, А: || 6. Точно также и Вй| аб. Поэтому А: , Вай, Св 
суть соотвфтственныя прямыя фигуръ К, Еь, № и А, В:, С: суть 
с отвфтственныя точки этихъ фигуръ, (1.20,21). (фиг. 38). 

Слдетве. Центрь подобя тр-ка АВС и тр-ка ас, составлен- 
нало соотвътственными прямыми подобныхь и одинаково расположен- 
ныхь фииуръ, построенныть на сторонажь первало тр-ка (АВС), нахо- 
дилися на окружности Брокара этою ту-ка: 


Ибо соотвЪтетвенныя прямыя Ка и КА подобныхъ фигуръ #а0с 
и КАВС перрезкаются въ точкЪ А., а потому центръь подобя этихъ 
фигуръь находится въ перес$чени окружности АгаА съ окружностью 
Брокара АКК. (Ш,5). 

27. Теорема, Брокара. сли три соотвъытственныя прямыя по- 
добныжь и одинаково расположенныхь фииуъ, построенныхль на стофро- 
нахъ тр-ка АВС, пересъкаются вь одной точкь, то эта точка нахо- 
дилися на окружности Брокара этою тур-ка. 

Теорема эта есть частный случай ранЪе доказанной теоремы относи- 
тельно трехъ подобныхъ и одинаково расположенныхъ фигуръ. (11,20). 

28. Теорема. Треуюльники Брокара (АВС, в А5В»С,) пеурстек- 
пивны; центромь и осью перспективы иль служать чцентръ тяжести 
С злавнало треуюльника (АВС) и поляра этой точки относительно 
круза Брокара. 

Тр-ки А, В, С; и А.В.С, перспективны, потому что А,В.С, есть 
тр-къ подобля (23) подобныхъ и одинаково расположенныхъ фигуръ 
Ее, Вь, Ес, а А,, В+, С, суть неизм$нныя точки этихъ фигуръ (1,22). 

Такъ какъ В,, С, суть соотв тственныя точки фигуръ Е», Е, (1,21), 
то уголь между прямыми А.В, и А.С, равенъ углу между а 

У 








ными прямыми СА и АВ, т'е. углу л—А, и (5) «< 
А.В, В СА ы С1А1. е 5$ У 
АС, — АВ шт © 
А 
отсюда А.В:. АВ, =А. С, . А.Су; слФдовательно, тр-ки ААВ, и А. А, Ва 


равновелики й прямая А.А, дЪлитъ пополамъ Во” е. проходить 
чрезъ обний центръ тяжести С тр-вь А, В.С: и АВ): То же справедли- 
во и для прямыхъ В.В, и С,С5; а отсюда слфдуеть, что А.В; и А, В» 
перес$каются на полярЪ точки ( относительно круга Брокара (Ш,13). 

29. Приложеня. Радикальная ось окружности, описанной около 
тр-ка АВС и окружности Брокара есть трилинейная поляра точки Ле- 
муана К тр-ка АВС (ШЗ и ТУ,7). 
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30. Окружность Брокара и трилинейная поляра точки Лемуана К 
относительно тр-ка АВС суть обратныя фигуры относительно окружно- 
сти АВС. 

31. Если Н, Н,, Нз, суть основан1я высоть тр-ка АВС, то тре- 
угольники АН,Н,, Н,ВН., Н.Н, С обратно подобны тр-ку АВС. 

Три соотв тетвенныя прямыя этихъ тр-вь образуютъ тр-къ вру, 
перспективный съ тр-мъ Н,Н»Нз; центръ перспективы № этихъ тр-въ 


° находится на окружности ‘девати точекъ тр-ка АВС и совпадаеть съ 


центромъ круга @ву. 

Разстояня точки М оть сторонъ тр-ка «Ву пропорциональны созА, 
с05В, с08С. 

32. Если Н,’, Н,’, Нз суть средины высоть АН., АН,, АНз р-ка 
АВС, то прямыя, соединяюшля эти точки съ центрами круговъ, впи- 
санныхъ въ тр-ки АН,Н., Н,ВН., Н.Н,С, ироходятъ чрезъ точки каса- 
н1я круга, вписаннаго въ тр-къ АВС, съ кругомъ девяти точекъ этого 
тр-ка. 

33. Если 0,, 0., 03 суть ралусы трехъ сопряженныхъ окружностей 
одной группы (АВ, ВС, СЗА) и В радусь круга, описаннаго около 
главнаго тр-ка (АВС), то 


010.03 = В3 (иске). 


84. Треугольникъ, вершины котораго ‘суть центры трехъ сопря- 
женныхъ окружностей одной группы, имфеть точкой Брокара центръ 
круга, описаннаго около главнаго тр-ка (АВС). (Реюш). 

85. Прямая Симсона точки Тарри перпендикулярна къ прямой, 
соединяющей центръ круга описаннаго около главнаго тр-ка (АВС) съ 
его точкой Лемуана (К). 

36. Прямая, соединяющая точки Брокара (9,9’) тр-ка (АВС), пер- 
пендикулярна къ прямой, проходящей чрезъь центръ круга О, описан- 
наго около этого тр-ка, и чрезь его точку Лемуана (К). 

Д. Е. 


(Продолжене слльдуеть). 


ЗЛЕМЕНТАРНАЯ ТКОРТЯ ЭЛАИПСА, 


А 
(Отвфтъ на тему, предложенную профессоромъ Ебма- 
Е о 


# С 
ковымъ въ №110 ‚Въстника“). ее» 
—— СУ 
РЯ О 
(Продолжене*). м 
20° 


47, При доказательств® одного изъ свойств касательных намъ 
придетея пользоваться нЪкоторыми опредвленями и’ теоремами, относя- 
шимися къ свойствамъ ломаныхъ. Эти опред$ленля и теоремы (приво- 
димыя здфеь безъ доказательства) суть слЗдуюцйя: 





*) См. „Вфстника Оп. Физики“ №№ 239, 240, 242, 243, 244 и 245. 
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а) Совокупность отрЗзковъ, посл$довательно соединяющихь нЪ- 
сколько точекъ, которыя лежаль въ одной плоскости, но не расположены 
всЪ на одной прямой, назовемъ плоской ломаной. Это опредфлене не 
исключаеть возможности такого случая, когда три и болЪе изъ посл%- 
довательно соединяемыхъ отрЪзками точекъ лежать на одной прямой. 

НослЪдовательно соединяемыя отрЪзками точки называются вер- 
шинами, а самые отрЪзки — сторонами ломаной. Если послЗдняя изъ 
соединяемыхъ послЗдовалельно точекъ совпадаеть съ первой, то лома- 
ная пазывается замкнутой. 

Ломаная, которая лежить вся по одну сторону каждой изь пря- 
мыхъ, соединяющихЪъ двф ея послфдовательныя вершины, называется 
выпуклой. Таковы, вапримЪръ, ломаныя, ограничивающия треугольникъ, 
параллелограммъ и трапец!ю. 

Если нфкоторыя изъ сторонъ выпуклой ломаной подразд$лимъ но- 
выми вершинами, взятыми на этихъ сторонахъ, на части, 10 вновь 
полученная ломаная будеть также выпукла. 


Ъ) Внутренвимь угломъ выпуклой ломаной называется уголъ, обра- 
зованный двумя ея послФдовательными сторонами; причемъ, если эти 
сто; оны лежать на одной прямой, то. внутреннимъ считается разверну- 
тый уголъ, лежапий по ту же сторону прямой, на которой лежать двЪ 
послфдовательныхъ стороны ломаной, какъ и вся ломаная; если же двЪ 
послфдовательныя стороны не лежать на одной прямой, то внутреннимъ 
угломъ ломаной считается уголъ, меньший 180°. 

Если точка лежить внутри каждаго изъ внутреннихъ угловъ зам- 
кнутой выпуклой ломаной, то говорятъ, что точка лежитъ внутри замкну- 
той выпуклой ломаной. 


Чтобы точка лежала внутри выпуклой замкнутой ломаной, необхо- 
димо и достаточно, чтобы она лежала внутри каждаго изъ внутреннихъ 
угловъ, отличныхъ отъ 1805. 

с) Подъ угломъ, стягиваемымъ отрфзкомь АВ въ нфкоторой точ- 
кЪ О, лежащей внЪ прямой АВ, подразумЪваютъ внутренюый уголь 
АОВ треугольника АОВ. 

4) Относительно всякой выпуклой замкнутой ломаной справедливы 
сл$дующия предложеня: 

Т. Сумма угловъ, стягиваемыхъ ‚сторонами ея замкнутой л 
ной въ точкЪ, лежащей внутри этой ломаной, равна четыремъ прямь 

П. Сумма угловъ, стягиваемыхь въ вершин» выпуклой. а утой 
ломаной ве$ми ея сторонами, кромф двухъ ея сторонъ, сходящихся ВЪ 
этой вершинЪ, равна внутреннему углу, заключенному, ее“ этими 
двумя сторонами. 

е) Пусть двЪ выпуклыя замкнутыя ломаныя зб нф сколько 
общихъ сторонъ. Тогда суммы угловъ, стягиваемыхь- остальными, не- 
общими сторонами обЪихъ ломаныхъ въ нфкоторой точка М, лежащей 
одновременно внутри обЪихъ ломаныхъ, равны между собою. 

ДЪйствительно, обозначивъ сумму угловъ, стягиваемыхъ въ точк% 
М общими сторонами обфихъ ломаныхъ, черезъ $, сумму угловъ, стяги- 
ваемыхъ остальными сторонами первой ломаной, — черезь 0, а сумму 
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угловъ, стягиваемыхъ остальными сторонами второй ломаной — черезъ 
-6', имфемъ (см. 4, Г: 


6 =44, $ 60' = 49, 


6.=0'. 


а потому 


Г) Быпуклая ломаная можетъ пересЪкаться съ прямою, не прохо- 
дящей черезь двф ея послЪдовательныя вершины, не болфе, чфмъ вь 
двухъ точкахъ. 


Прямая, пересБкающая выпуклую замкнутую ломаную въ двухъ 
точкахъ аи В, раздфляеть ее въ этихъ точкахъ на двЪ незамкнутыя 
выпуклыя ломаныя. 


Каждая изъ этихъ двухъ незамкнутыхъ ломаныхъ выЪстЬ съ от- 
рЪзкомъ аб образуетъ новую выпуклую замкнутую ломаную, каждую изъ 
этихъ замкнутыхь ломаныхь по отношен1ю къ первоначальной замкну- 
той ломаной мы условимся называть отсеЪченной. 


При этомъ справедливо слБдующее предложене: точка, лежащая 
внутри выпуклой замкнутой ломаной и находящаяся внЪ отр$зка аб, 
лежитъ внутри одной изъ двухъ отеЗченныхъ ломаныхъ. 

5) Если внутри одной изъ отс$ченныхъ ломаныхь возьмемъ нЪ- 
которую точку си въ другой отс$ченой ломаной замфнимъ отрЪзокъ 
аб ломаной асЪ, то вновь полученная замкнутая ломаная будетъ выпукла. 

48. Лемма. Пусть нфсколько прямыхъ, касающихся эллинса, 0об- 
разуютъ, взаимно перес$каясь, выпуклую. замкнутую ломаную; если точ- 
ки прикосновентя всЪхъ касательныхъ, образующихъ ломаную, лежать 
на сторонахь ея, то фокусы эллипса лежать внутри этой выпуклой зам- 
кнутой ломаной, 

ДЪйствительно, пусть АВ и ВС будуть двЪ посл$довательныя сто- 
роны ломаной, образуюшля внутреный уголь, мэньший 180°; такле углы 
непрем$нно окажутся,  такъ 
какъ ($ 47,а) всЪ вершины ло- 
маной не могуть лежать на 
одной прямой. 

Точка прикосновен!я каса- 
тельной АВ лекитъ, по пред- 
положен!ю, внутри отрфака АВ; 
обозначимъ эту точку.  черезь 
т; точно также точка прикосно- 
вешя 1’ касательно ВС ле- 









у 2 жить внутри отр р% зва’ВС. Каж- 
р ДыЙй ИЗЪ фоку\ ъ, находясь 
К внутри ($ 5) ипса, лежитъ 


въ 10 жеж емя ($ 36, сл.) 
внутри` утв тВт. 

Подобнымь же образомъ 
убЪдимся, что оба фокуса ле- 
жатъ внутри каждаго изъ внут- 
реннихьъ угловъ ломаной, мень- 
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шихъ 180°, а потому лежать ввутри всЪхъ ея внутреннихъ угловь, 
т. е. ($ 47,5) — внутри самой ломаной. 


49. Пусть черезъ центръ эллипса 0 проходятъ дв различныя 
ховлы Ти Т® (черт. 39). Проведемъ въ точкахъ эллицса Т, т, Ёиё 
касательныя. По теорем 44-й касательныя въ точкахъ Т и Т’ парал- 
лельны соотвЪтетвенно касательнымьъ въ точкахъ фи #, а потому пары 
касательныхъь въ точкахъ эллипса Ти Т', ии ёиТ пере- 
сЪкутся соотв тственно въ нЪкоторыхъ точкахъ ($ 40, сл.) Е, М, е, №. 
Докажемъ справедливость слЗдующихъ положений: 


1) Точки Т, Т, ри # лежать соотвфтетвенно внутри отр№зковъ 
ЕГ, МЕ, еМ, Ге. я 

2) Касательная, проведенная къ эллипсу въ нЪкоторой точкЪ его 
а, лежащей внутри угла ЮР, перес$каель отр№зки {е и $е въ нЪ$кото- 
рыхъ точкахъь фи р а также встрЗчаеть въ нфкоторыхъ точкахь ри 4 
лучи ГК и МК’, служащие продолжен1ями отр$зковь Е. и ЕМ. 

3) При этомъ точка а лежитъ внутри отр3зковъ № и 79; точки 
же [и #Ё лежатъ на отрфзк® 20. 

Докажемъ первое изъ этихъ положен: 

Предиоложимъ, что точка Т, напримЪръ, лежитъ внЪф отр$зка ЕП; 
тогда либо точка Г, лежитъ на отрфзкф ЕТ, либо точка Е лежить на 
отр$зкВ ГТ, либо, наконецъ, точка’ совпадаетъ съ одной изъ точекъ 
Т, или Е. 

Остановимся раньше на первомъ допущени, а именно— что точка 
Т, лежить на отрЪзкЪ ЕТ. Такъ какъ точки Е и О лежатъ по разныя 
стороны ($ 46) прямой ТТ’, то и всявя дв точки, изъ которыхъ одна 
находитея на луч ТЕ, а другая — на луч Т’О, лежать по разныя 
стороны этой прямой; поэтому и точки № и # лежать по разныя сто- 
рвны прямой ТТ’, откуда вытекаетъ, что отрЪзокъ ЁГ встр$чаетъ иря- 
мую ТТ’. Точка # какъ точка эллипса (8 35), лежитъ внутри угла, ТЕТ", 
а точка [Г—на сторонз ЕТ этого угла; слЗдовательно и весь отрЪзокъ 
11’ лежить внутри угла ТЕТ’. Отсюда слФдуеть, что точка встрЪчи 
отр%зка 2 и прямой ТТ’ не можеть лежать на продолжени отрЪзка, 
ТТ"; другими словами, отрфзокъ РГ пересфкаетъ отр%зокъ ТТ’. Итакъ 
касательная {Г, проходить черезь н%которую промежуточную точку 


хорды ТТ’, что ($ 9; 8 24, сл. 3) невозможно. и 
Подобнымъ же образомъ можно доказать, что точка Е не можеть 
лежать на отрфзкЪ ПГТ. © 


Кром того, ни одна изъ точекъ [и Е не можетъ совиадать съ 
точкой Т, такъ какъ тогда черезъ эту точку эллипса проходили бы двЪ 
касательныя, что также (8 34) невозможно. <” 

Изъ всего вышесказаннаго слЪдуетъ, что точка, о вить внутри 
отр%зка ГЕ. Такимъ же образомь можно убфдиться? 940 точки Т’, фи. 


{ лежать соотвЪтственно внутри отрЪ№зковъ МЕ, ле М, ие. 
Обратимся теперь ко второму предложеню. ” 
Точка эллипса а, лежа внутри угла (5 35) ЮР, лежить ($ 46, 
сл. 2) внутри треугольника {е. Касательная къ эллинсу въ точкЪ а не 
можетъ пройти ни черезь одну изъ вершинъ этого треугольника. ДЪй- 
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ствительно, если бы она прошла черезъ вершину е, то изъ одной точки 
е проходили бы три касательныя къ эллипсу — её, еЁ и ева, что (5 34) 
невозможно; если бы она прошла черезъ одну изъ вершинъ # или #, то 
черезъ одну изъ этихъ точекъ эллипса можно было бы провести двЪ 
касательных къ эллиису, что также невозможно. 

° Не проходя ни черезь одну изъ вершинъ треугольника {е!', каса- 
тельная къ эллипсу въ точкВ а должна пересЪчь какакя-нибудь двЪ 
изъ сторонъ его, такъ какъ точка @« лежитъ внутри этого треугольника. 

Но стороны #’ касательная къ эллиису въ точкЪ а встртить не 
можетъ, такъь какъ, встрфтивъ ее, она прошла бы черезъ н$которую 
точку хорды ТТ’, лежащую внутри ($ 9) эллииса, а это ($ 24, сл. 3) 
невозможно. Поэтому касательная’ кь эллинсу въ точкЪ @ встр$чаеть 
стороны { и #е треугольника { въ нЪкоторыхъ точкахъ й и [. 


Сумма угловъ 4е и [ей треугольника йе менфе двухъ прямыхь; 
замфняя углы Ге и [ек соотв тетвенно равными имъ углами 7 и К[е 
найдемъ, что сумма угловь у и КШе также меньше двухъ прямыхъ, 
откуда слЗдуеть, что лучи у и ГК вотр$чаютея въ н$которой точкЪ 
р. Но лучъ И/ есть часть касательной къ эллиису въ точкЪ а, а лучь 
Т.К — продолжен!е отрЪзка ЕГ.. Подобнымъ же образомъ, разематривая 
лучи МК’ и #х, служаще соотвЪтственно продолженйями отрЪзковъ 
ЕМ и Ш, можно доказать, что касательная къ эллипсу въ точкф а 
встр®чаеть лучь МК’ въ нЪкоторой точкЪ 4. Обратимся къ третьему 
предложен!ю этого параграфа. 

Точка а, лежащая на прямой 14 не можетъ лежать на продолже- 
ни отр3зка 74, а также не можетъ совпадать съ одвимъ изъ концовь 
этого отрфзка, такъ какъь она лежитъ внутри угла {еЁ (8 35). Отсюда 
слЪдуетъ, что точка а лежитъ внутри отр%зка 71. Такъ какъ точки р 
и 4 лежать на двухъ лучахъ, составляющихъ продолжен!я отр5зка А въ 
разныя стороны, то точка а лежитъ также внутри отр%зка 79; ио той 
же причинЪ точки Ё и | лежать на отр$зкЗ ра. 

50. Теорема. Пусть КТ и К’Г’—(черт. 39) дв касательныхъ къ 
‚ эллипсу, точки прикосновен1я которыхъ суть соотвЪтетвенно Ти Т; 
пусть и #—двф точки эллипса, соотвЪтственно симметричныя съ точ- 
ками Ти Т’ относительно центра эллипса О. 

ОтрЪзокъ н$которой перем нной касательной между касательными 
КТ и К"Г’ стягиваеть въ одномъ изъ фокусовъ Е уголъ, те 
постоянным», пока точка прикосновен1я перем$нной касательной оса я 
ся все время либо внутри угла ЮЙ, либо внЪ его *). < 

Раземотримъ раньше тоть случай, когда касательныя СКАУи КГ 
перес$каются въ нЪкоторой точкф Е. Въ этомъ случа хорда ТТ’ не 
проходитъ черезъ центръ (5 45), а нотому хорды ТЕ и\ суть двЪ 
различныя хорды. Проведемъь въ эллипсу касательныя” № точкахъ Т, 
Т', Ёиё; пересВкаясь въ точкахъ Е, М, е, [, касдхельныя эти` обра- 
зуютъ (см. $ 49) параллелограммъ ЕМе[. <<” 


р 





















*) Если точка прикосновен1я перемфнной касательной лежитъ на сторонахъ 
угла №0#. т. е. совпадаетъ съ одной изъ точекъ Т, Т’, $, РЁ, то она вовсе не опред$- 
ляетъ отрфзка между касательными КТ и КТ”. 
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При доказательствЪ этой части теоремы мы будемъ различать три 
случая, смотря по тому, будетъ-ли фокусъ К — лежапий вообще внутри 
(5 36, сл.) угла ТЕТ'’—лежать внутри треугольника ТЕТ", внЪ его, или 
же на сторон его ТТ’. Разберемъ сначала первый изъ этихъ случаевъ. 
Итакъ, пусть фокусъ К лежитъ внутри треугольника ТЕТ’. Назовемъ 
точку прикосновен1я перемЪнной касательной черезъ а и предположимъ 
раньше, что точка эта остается внутри угла 0Ё. Касательная къ эл- 
липсу въ точкВ а ветрфчаетъ ($ 49,2) лучи ГК и МК’, представляющие 
собою продолжен1я отр$зковь ЕГ и ЕМ, опредЪляя такимъ образомъ 
нфкоторый отр$зокъ 24 между касательными ЕТ и ЕТ’. Ломаная Ерд, 
какъ треугольникь ($ 47,а), выпукла; замкнутыя ломаныя ЕТТ’ и УТТ9 
также выпуклы, какъ отсфченныя ($3 49,1;$47,/) отъ треугольника Ерд; 
такъ какъ фокусъ К, по предположеню, лежитъ внутри треугольника 
ТЕТ’, то и ломаная УТЕТ’а ($ 47,0) также выпукла. 


Поэтому (5 47,4, 1) 


Д ТЕТ' = Д ТЕр- д ра д рЕТ' (13). 
Но ($ 38) 
Д ТЕр = рЕа и Д ТЕд = Д два, (14). 
а потому 
Д ТЕТ = Д вч-- (4 рЕа- д аЕа) (15) 
Такъ какъ точка а лежитъ внутри отрЪзка ра ($ 49,3), то 
| Д рЕа-- Д 4Еа= [ 29. и. 


Преобразовывая ур-е (15) ва оспован!и ур. (16), получимъ 


Д ТЕТ' =2 Д 284, 
откуда 


д вка= | (17). 


% 


Изъ этого равенства мы видимъ, что отрфзокъ рд перемЪнной 
касательной между двумя постоянными касательными КТ и К'Г' стяги- 
ваетъ въ фокуеБ Е постоянный уголь рКа, пока точка прикосновен!я 
перем нной касательной остается внутри угла ю#. Этотъ постоянный 
уголъ равенъ половинф угла ТЕТ”. < 

Пусть теперь точка прикосновен!я перемЪнной касательной нахо- 
дится внф угла ОР, т. е. лежитъь въ одномъ изъ трехъ угловЪ ОТ, 
Тот’ или Т'о4. < 

Такъ какъ случаи, когда точка эта лежитъ внутри, ГлОВЪ Фот и 
'Т'0{ аналогичны, то достаточно разобрать одинъ иЗЪ. гихь случаевъ. 


Пусть, наприм$ръ точка прикосновеня перем нной касательной 
лежить внутри угла ОТ; обозначимъ эту точку черезъ 5. Тогда, при- 
мВняя къ углу ФОТ то, что сказано въ $ 49 относительно угла 107, мы 
найдемъ, что касательная къ эллипсу въ точкВ 6 встрфтитъ отр%зки 
ЦТ и ПТ’ вь нкоторыхъ точкахь г и ф, а также части лучей МЕ и 
Ме, служащя соотвфтственно продолжешемъ отрфзковьъ МЕ и Ме, —въ 
нфкоторыхъ точкахь зи и; отрфзокъ 75 и есть въ этомъ случа от- 


я, 


т 


4 
р%зокъ перем$нной касательной между постоянными касательными 
КТ и КГ. 
Ломаная зиМ, какъ треугольникъ, выпукла. Ломаныя зоеМ и 


отЕМе, какъ отсЪченныя *) соотвЪтственно ($ 47,/) отъ треугольника 
3иМ и параллелограмма ГЕМе, также выпуклы. 

Отсюда слВдуетъ, что ломаныя огзТГ’Ме и эгТЕТ'Ме ($ 47, а) тоже 
выпуклы. Зам чая, что ломаныя от5Т’Ме и ®ТЕТ'Ме имфють обийя 
стороны 75, ое, еМ и МТ' и что фокусъ К лежить внутри ($ 48) этихъ 
обфихъ ломаныхъ, находимъ (8 47,6): 


ДЕЗ Д ЕТ! = Д "ЕТ-Ь Д ТРЕЕ Д ЕЕГ (18), 


откуда 
ДЕЗ д ЗЕ! — ДЕТ = ДТЕЕ-- ДЕТ. 
Но ($ 38) 
ДЕТИ ЕВ, 
ДЗЕТ! = Д зЪЬ, 
а потому 


Д 8 - (ДзЕЬ— Д-Р) = ДТЕЕ+- С ЕЕТ.. 
Такъ какъ точка $ лежитъ на продолжении отр%зка Ё’, то 


Д 366 — Дувь = ДуЕз 
поэтому 
2 ДуЕз = СД ТКЕ- С ЕЕТ! (19): 
Но изъ треугольника ТЕТ’ находимъ ($ 47, а, Г]: 


СТЕЕ-- Д ЕРТ'-- А ТЕТ" = 44, 
А ТЕЕ-Е Д ЕЕТ! = 44 — СТЕТ! 


откуда 


Изъ этого уравнен1я въ связи съ уравнешемъ (19) вытекаетъ, что 


2 ДуЕ; =4а— С ТЕТ’, 
откуда 
ет И р (20). 


$ 

Пусть теперь точка прикосновеня перемфнной касательной вахо- 
дитея внутри угла ТОТ” назовемъ, ее въ этомъ случа черезь т. с.”Цере- 
мФнная касательная, (3 49,2) пересВкаясь съ касательны и ЕГ 
въ н%фкоторыхъ точкахъ и и п, лежащих на м ЕТ и ЕТ 
опредЪлитъ отрФзокъ тм. 


Ломаная ТтиТ', какъ отсВченная отъ абы ТЕТ’, вы- 
пукла. Фокусъ К лежитъ ($3 36, сл.) внутри упловть Три и тиТ!; лежа 


*) Здфсь надо принять во вниман1е, что точка ” лежитъь внутри каждаго изъ 
отр$зковъ Г.Е и 5%, & точка © —- внутри каждаго изъ отрёзковъ №е и 5%, что выте- 
каетъ изъ положен, доказанныхъ въ $ 49, 
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внутри треугольника ТЕТ’, онъ находится также внутри его угловъ 
пГ'Т и ТТ. Поэтому фокусъ Е лежитъь внутри всей ломаной ТэнтТ", 
а потому ($ 47, а, Г: 


СД ТЕт- С тЕп- С ПЕТ'- Д ТЕТ' = 44а, 


откуда 
ДС ТЕт- 2 тЕп | С эЕТ'=44а— СТЕТ, 
или 
ДС тЕп-- (2 ТЕт + С ЕТ) =4а— С ТЕТ. 
Но ($ 38) 
ДС ТЕт = Д тЕс, (о) 
С лЕТ' = Д пЕс. 
Такъ какъ точка с лежитъ внутри отр®зка ии то 
АтЕе - д ие = ДтЕп. (22) 
Поэтому 
21 тКи=4а — ТЕТ, 
откуда 
д. тЕп=2а— т. (23) 


Итакъ, когда точка прикосновен1я перем нной касательной лежитъ 
внв угла ЮР, то (ем. ур. 20,23) отрфзокъ перемфнной касательной 
между двумя постоянными перес8кающимися касательными КТ и К" 

стягиваетъь въ фокусе постоянный угол+, равный 


ТЕТ’ 


24— д о 





Ло сихъ поръ, мы предполагали, что фокусъ Е лежить внутри 
треугольника ТЕТ”. 

Предположимъ теперь, что фокусъ К лежитъ вн этого треугольника. 

Находясь внутри ($ 48) ломаной Кр и, въ то же время, лежа 
вн треугольника ТЕТ’, отсфченнаго оть ломаной Ерд, фокусъ Е ле- 
жить внутри ломаной (5 47,/) ТроТ’, а. потому: 








2 рЕа-- Д ЧЕТ'-Е Д ТЕГ- д ТЕр = 44, < 
откуда ` у 
д рЕа- и ает-- д ТЕр —=44-— Д ТЕТ, 7 
_ или, вслфдетве равенствъ (14) и (16), 49” 
Дана =44а— ТЕТ, А 
откуда тоя 
ТЕГ <. 
{ = 2а-(-5— а 


Такъ какъ ломаная ТЕТуи» выпукла ($ 47, 9), то ($ 47, а, П). 
Д ТЕТ! = Д ТЕт-Ё Д жЕп- Д вЕТ.. (25) 
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Изъ этого равенства на основан!и уравнешй (21) и (22) выводимъ 


Е чин, 
откуда 


Р 
Д ти = д ее (26) 


Наконецъ, такъ какъ фокусъ Е лежить ($ 48) пепремЪнно внутри 
обфихъ ломаныхъ о73Т”Ме и ыТЕТ’Ме, то и въ томъ случа, когда 
фокусъ лежитъ внЪ треугольника ТЕТ’, мы можемъ также точно напи- 
сать уравнене (18) и привести его къ виду (19). 

Затфиъ, замфчая, что ломаная ТЕТЕ ($ 47,0) выпукла, находимъ 
У ИЕ 

Д ТЕТ' = ДТЕЕ- д ЕЕТ 


Поэтому уравнеше (19) даетъ въ этомъ случа\: 


2 ия = д ТЕТ, 

откуда 
ТЕТ 
ДЕ = Д - ы (27). 

Равенства (24), (26) и (27) доказывають справедливость теоремы 
въ томъ случаЪ, когда фокусъ Е лежитъ внЪф треугольника 'ГЕТ”. 

Наконецъ, если фокусъ Е лежить на хордЪ ТТ’, то, пользуясь 
выпуклой ломаной уТЕТ'4, мы можемъ вывести послЪдовательно урав- 
нения (13), (14), (15), (16), (17). Такъ какъ уголь ТЕТ’ ($ 47,5) ра- 
венъ въ этомъ случа 24, то уравнен!е (17) даетъ 


Д рЕа=а | (28). 


Точно также, пользуясь уравневемъ (19), которое, какъ мы уже 
указали, не зависить оть положенйя фокуса по отношеню къ треуголь- 
нику ТЕТ’, и замфняя сумму смежныхъ*) угловь ТЕЕ и ЕЕТ’ черезъ 
24, получимъ 





2 ДД уЕз = 24, 
откуда 
ДтЕз=а (29). 


Наконецъ, выпуклая ломаная ТЕТ» ин даетъ’ уравнене (25), от 

рое преобразуется къ уравнению (26); это же уравнеше даетъ < 
е, (© >” 
Д тКи = а, 20) 
45” 
такъ какъ уголь ТЕТ' = 24. 

(©) 

сту 


^^ 


Формулы (28), (29), (30) показываютъ, что въ. Ъ, когда фо- 
кусъ лежитъ на хордЪ ТТ’, отр$зокъ всякой пером ой касательной, 
перееВкающей двЪ постоянныя касательныя КТ`и К", между этими 


двумя постоянными касательными стягиваетъ въ фокусф прямой уголъ. 


*) Эги углы дЪйствительно смежны, такъ какъ точка К, лежа, по предположе- 
ню, на прячой ТТ’и находясь ($ 36, сл.) внугри угла ТЕЛ“, лежит на огрёзкВ "ТУ. 
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$ 51; До сихъ поръ, при доказательствВ теоремы $ 50, мы предпо- 

лагали, что касательныя КТ и К"[' пересЪкаются въ н%которой точк% 

Е. Предположимъ теперь, что касательныя КТ и К’ТГ’ параллельны. 

Въ этомъ случаф хорда ТТ’, соединяющая точки прикосновеня этихъ 

‚  Касательныхъ, проходить ($ 45) черезъ центръ эллипса О, а потому 
точки [и Т’, равно какъ и точки # и Т, попарно совпадаютъ. 


Углы ТОРГ и Т'Оф обращаются въ нуль, а углы ©? и ТОТ’ явля- 
ются въ этомъ случаЪ развернутыми углами, лежащими по разныя сто- 
роны прямой ТТ’. Самый текстъ теоремы ($ 50) можетъ быть въ этомъ 
случаф выраженъ проще, а именно: 


Пусть КТ, и КТ — двь параллельныя касательныя къ эллитеу, 
точки прикосновемя которыхь обозначимь соотвътетвенно черезь Т и 
Т'’. Отуъзокъ перемънной касательной между касательными КТ и КТ 
стязиваеть въ одномъ изъ фокусовь Е уюль, который остается посто- 
яннымь, пока точка „прикосновеня перемьнной касательной остается 
710 одну сторону прямой ТТ". 


Вообразимъ себЪ двЪф кавя-нибудь точки эллипса а и с, лежапая 
по ‘разныя стороны прямой ТТ”). Проведемъ касательныя къ эллиису ' 
въ этихъ двухъ точкахъ. Каждая изъ этихъ касательныхъ встртить 
касательныя ГК и ПК’ ($ 40, сл.). 


Пусть касательная къ эллипсу въ точкВ а встр$чаеть касатель- 

ныя ГК и ПК’ вь точкахъ риф (черт. 40), а касательная въ точк% с 
ветрфчаеть тЪ же параллельныя касательныя въ точкахъ 2 и я.. Точка 
эллипса а не можеть совпадать съ точкой р; дЪФйствительно, если бы 
ы › Т ш К Точки аир совпадали, то касатель- 
ная ГК встр$чала бы эллипсъ въ двухЪ 
различныхъ точкахъ Ти а, что невоз- 
можно. Точно также убЪдимся, что точ- 
ка 4 не можетъ совпадать съ, точкой 4. 
Точка а не можеть также лежать и 
на продолжев!и отр%Ъзка ра; вь самомъ 
Фиг. 40. дЪлЪ, если бы точка а лежала, на про- 

должени отр%зка ра въ сторону луча 24. то точки эллипса ди Т ле- 
жали бы по разныя стороны касательной Г/К’, что невозможно ($ 34, 
сл. 4). Точно также докажемъ, что точка а не можеть лежать на’ про- 
должени отр$зка р въ сторону луча др. 5 
Не лежа на продолжени отрфзка ра въ ту или другую сторону 

и не совпадая ни съ однимъ изъ концовъ этого отрЪзка, точка а ле- 
жить внутри отрЪзка 749. Подобнымь же образомъ можно доказать, что 
точка с лежитъ внутри отрЪзка 27. 


Точка р не можетъ совпадать съ точкою Т; ДИС ительно, если 
бы точки р и Т совпадали, то касательная къ залило > точк% а про- 


ТАКИЕ о й 
о У 
*) Точки эллипса, лежашля по об стороны прямой ТТ’, несомнфино существу- 
ютъ; чтобы убфдиться въ этомъ, достаточно раземотрфть два луча, проходящихъ че- ° 
резъь центръ эллипса О, лежащй посрединв отрфзка ТТ” ($ 14), и расположенныхъ по 
разныя стороны прямой ТТ’. Лучи эти ветрЁтятъ эллипсъ въ двухъ точказхь ($ 12, 
“ 1), лежащихъ по разныя стороны ТТ“. 

















й. 
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ходила бы черезь дв точки эллипса — а и Т, что невозможно;‘ точно 
также точка 4 не можетъ совпадать съ точкой Т'. 


Покажемъ теперь, что точки ри 4 не могутъ лежать по разныя 
стороны прямой ТТ’. ДЪйствительно, предположимъ, что точки ри 4 
лежать по разныя стороны прямой ТТ’. Изъ этого предположен1я вы- 
текаетъ, что отр$зокъ` ра встрВчаетъь прямую ТТ’ въ н%которой точк8 
х. Эта точка х не можеть совпадать съ одной изъ точекъ Т или Т', 
такъ какъ тогда касательная р совпала бы съ одной изъ касатель- 
ныхъ КГ или КТ/, что невозможно, такъ какъ, по предположен!ю, 
точка а не совпадаетъь ни съ одной изъ двухъ точекъь прикосновешя 
касательныхь КГ и КТ. Точно также точка х не можетъ лежать на 
продолжен!и отрфзка ТТ; въ самомъ дЪлЪ, пусть точка х лежитъ на 
продолжени отрфзка ТТ’ вь сторону луча ТТ’; тогда точки Т и х ле- 
жали бы по разныя стороны прямой Г/К', между тфмъ, какъ всЪ точки 
отр%зка р4, а слФдовательно и точка х, лежатъ, по построен!ю, вмфет» 
съ точкой Т по одну сторону прямой Г/К’. Подобнымь же образомъ 
убЪдимся, что точка х не можеть лежать на продолжен!и отрфзка ТТ’ 
въ другую сторону. Не совпадая съ концами отрзка ТТ’ и не нахо- 
дясь на предложени.этого отрФзка въ ту или другую сторону, точка 5 
лежитъ на отр№зкЪ ТТ’ значить касательная 24 встрЪчаеть хорду ТТ", 
а это ($ 9; 8 24, сл, 3) невозможно. 


Итакъ точки ри 4 лежать по одну сторону прямой ТТ’. Точно 
также убЪдимся, что точки % и % лежатъ по одну сторону этой прямой. 

Отсюда вытекаетъ, что весь отр$зокъ 04 лежитъ по одну сторону 
прямой ТТ’ равно, какъ и весь отрЪзокъ ти. Но такъ какъ точка а 
и 6, лежапия соотвЪтственно, какъ выше доказано, внутри отрЪ№зковъ 
24 и тп, находятся, по предположеню, съ разныхъ сторонъ прямой 
ТТ’, то и сами отрфзки 24 и и лежать по разныя стороны прямой 
ТТ, а потому не перескаются; поэтому четыреугольникъ ипдр есть 
трапеця. Слфдовательно ($ 47,/) замкнутая ломаная и4р выпукла. . 

Такъ какъ отрфзки 74 и ти, по доказанному, лежать съ разныхъ 
сторонъ прямой ТТ", то точки т и р также лежатъ съ. разныхъ сто- 
ронъ этой прямой, а потому точка Т лежитъ внутри отрЪзка 20; точно 
также убфдимся, что точка Т’ лежить внутри отрфзка 4. 

Отсюда слфдуеть, что ломаныя ТишТ и ТарТ суть отсченныя 
оть ломаной тир, а потому ($ 47,Г) обЪ он выпуклы. Предположимъ 
сначала, что фокусъ Е не лежить на отрёзкЪ ТТ’. Тогда, находясь 
($ 48) внутри ломаной мар, онъ долженъ лежаль ($ 47,/) внутри од-. 
ной изъ отс%ченныхь ломаныхъ Тим или ТарТ’. Пусть, паприиЪръ, 
онъ лежить внутри ломаной Ти. «© 


Эта выпуклая ломаная даетъ намъ формулу (см. 50 ур. (23)*) 


= 





о 
Д тп =3а— д В ` 








*) На чертеж (40) сохранены буквенныя обозначеня чертежа (39), 
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Точно также ломаная рТЕТ!(, которая тоже ($ 47,9) выпукла, 


даетъ (см. $ 50, ур. (17)): 
ь ТЕТ" 
Дм 


Если же фокусъ Е лежить на отрфзкЪ ТТ’, то, пользуясь вынук- 
лыми ломаными ТЕТ и ТЕТ»ит, находимъ (см. $ 50, ур. (28), (30)): 


СД тЕп=а 
С рЕд = 4. 
(Продолжене слъдуеть). 





Замфтка относительно тахитит”а силы тока гальваниче- 
ской батареи, | 





Извфетно, что наивыгоднЪйшее дЪйстые гидроэлектрической ба- 
тареи ‘обусловливается равенствомъ внутренняго и внфшняго сопротив- 
ленй. СлЗдующее доказательство этой истины основано, по нашему 
мнфн!ю, на очень простыхь математическихъ соображеняхъ. 

Обозначивъ черезъ е и х соотв тственно электровозбудительную 
силу и сопротивлен!е одного элемента, черезь п и’ число всЪхъ дан- 
ныхъ элементовъ и число группь, на которыя они разд лены, черезъ { 
сопротивлен!е цЪпи и, наконецъ, черезь Е силу тока батареи, на, осно- 
вани закона Ома найдемъ, что 

те 


И рее 
2 
тг 
--2 
3 
Подобнымъ образомъ для какого нибудь другого чиела группъь ил 
булемъ имЪть: 





Если т есть то число группъ, при которомъ сила тока стдоть 
С 
наибольшая, то 





те тие. 





— аи а у 





ИЛИ 


пин (т, — ти > (т — идти У 


откуда слфдуетъ, что 
тит > м 


когда т >ти 
тпит < м, 
‚если и! < т. 
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ЗамЪняя 2% черезъ пи, и подавно будемъ имЪть: 
въ первомъ случаЪ 








пит > 1, 
откуда, 
т > И : 
г 
а во второмъ — 
ту < т, 


слЗдовательно, 





пи < и Ш. ) 
р 


Поэтому, если число группь ии сдЪлаемъ равнымъ 





И 


— 


. 
то оно въ то же время будеть равняться т, значить 


7 








Подетавивъ это значене въ выраженге для внутренняго сопротив- 
лен!я батареи, найдемъ, что 
$ 2 
тт 
— ==, 
п 
А. Кирилловь (Берданскъ). 


Эмиль дю Буа Реймондъ. 


(НЕКРОЛОГЪ). 





М/эв декабря 1896 года скончался знамевитый ученый ЕшЙ_.4иа 
Воз-Веушопа, труды которато, подобно работамъ Гельмгольца, Вудеке, 
Гл \иэ’а лежать въ основан!и современной физ!оломи. и ок 
родился въ Берлин$ 7 ноября 1818 года, занимался сперва леологей, 
& сь 1838 г. поевятиль себя изучению естественныхъ наукь` и” медици- 
ны въ университетахъ Бонна и Берлина. По совзту. (своего учителя 
Товапи’а МаПега, онъ занялся изученемъ животнаго эл зоктричести. Въ 
наук тогда господствовало ученео жизненной силЪ ре твемъ которой 
объясняли всЪ непонятныя явлев1я, происходивший въ живыхъ орга- 
низмахъ. Жизненная сила управляла образованемь’органовъ, ассимили- 
ровала вещества, сортировала ихъ, воспроизводила ткани, содЪйство- 
вала развитио, отличала цфлебное отъ яда, полезное отъ вреднаго, ле- 
чила раны и т. п. Этому туманному понят!ю ди Во15-Веутоп@ противо- 
ставляетъ математически-механическй взглядъ на явлен!я въ организ- 


161 


. 


махъ. Между частицами живого тфла, но его допущен!ю, дЪйствуютъ 
лишь центральныя силы, такъ что законъ сохраненя энери примнимъ 
и къ жизненнымъ явлен!ямъ. „Въ матер!и, говорить 4и В.15-Веутопа, 
нельзя по произволу припрягать и отпрягать отъ нея силы, какъ лоша- 
дей къ экипажу. Частица желЪза остается совершенно одной и той же 
вешью, независимо отъ того, мчится ли она по мровому пространству въ 
метеоритВ, громыхаеть ли по рельсамъ въ колесф паровоза или проте- 
каетъ въ кровяномъ шарикЪ поэта по височной артери“.СлЪдовательно, 
веЪ явлен1я, совершаюпцяея въ живыхъ существахъ, ничЪмъ существен- 
но не отличаются отъ явленй, протекающихъ въ мертвой природЪ. 

Пи Во15- Веутоп@’у приходилось работать при крайне неблаго- 
иртятныхъ условяхъ, такъ какъ въ то время еще не было физлологиче- 
скихъ институтовъ. Онъ устроилъ себЪ лабораторю уже въ 1841 г. на 
своей студенческой квартирЪ; необходимые инструменты прюбр%талъ и 
готовилъ самъ. Лишь въ 1853 г. ему отвели м%ето въ здани универси- 
тета. Въ 1874 году онъ пере$халъ въ новый институтъ. 


Въ коЕц№ прошлаго столфт!я возникъ, какъ извЪстно, знаменитый 
споръ между Вольтой и Гальвани, который иродолжалея и посл смерти 
обоихъ ученыхь Пи Во1з-Веушор4а быль еоглаеенъ съ мнЪвемъ Роззеп- 
Чот#?а, что теомя прикосновенйя не опровергвута, а химическая не до- 
казана. Изъ фактовъ, приводившихся Гальвани въ пользу существова- 
ня животнаго электричества, одинъ лишь не могъ быть удовлетвори- 
тельно объясненъ Вольтой и его послздователями; это такъ называемое 
„раздражене безъь помощи металла“, являющееся при соединен1и муску- 
ла съ его нервомъ извФстнымъ образомъ. Не смотря на опыты Алек- 
сандра Гумбольдта, наблюдавшаго подобныя явлен!я, этоть вопросъ 
быль преданъ забвению до изобрфтенйя въ 1828 г. Нобили астатической 
стрфлки, пользуясь которой послфдн!й указалъ на присутстве тока, 
идущаго отъ пальцевъ заднихъ конечностей къ позвоночному столбу. 
Заслуга Малтеучи состоитъ въ томъ, что онъ снова привлекъ вниман!е 
ученыхъ къ этому вопросу, но лишь аи Во15-ВеутопРу удалось указать 
ближайшия причины этого тока. Чтобы представить себЪ всЪ затрудне- 
шя, которыя пришлось преодолЪть 4й Во1з-Веутопа’у, слЗдуетъ пом- 
нить, что электротехника стояла тогда на чрезвычайно низкой ступени 
развитя. Па Во1з-Веутоп@ самъ построилъ, себ мультипликаторъ съ 
астатической стрфлкой съ 4650 оборотами, впоеслЪдетви, Вавие _ 
болЪе чувствительномъ прибор онъ ириготовилъ мультипликаторь съ 
’ 24160 оборотами. Когда этотъ весьма чувствительный прибор былъ 
готовъ, пришлось бороться съ тфми „пертурбащями“, которы буслов- 
ливались ничтожнымъ количествомъ жельза, въ проводникахуи поляри- 
запей электродовъ. Изъ всЪхъ этихъ затрудненй ди В ти эушопа вы- 
шелъ побЪфдителемъ. о 

Не останавливаясь на чисто фоодолотичесьих рабу Фи Во1$- 
Воушоп’а (нервно-мускульный аппаралъ, элек’ Ческо е состояше му- 
скуловъ, реакщ!я мускуловъ и пр.), зам$тимъ лишь, что при этихъ ра- 
ботахъ ему часто приходилось д%лать экскурои в область физики. 
Такъ онъ видоизмЗнилъ предложенный Россепаотйомъ для опредзле- 
ня электродвигательныхъ силъ методъ компенсащи и примЗнилъ его къ 
измзрен1ю этихъ силъ въ животныхъ органахъ, усовершенствоваль зер- 
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кальную буссоль, увеличивъ ел чувствительность, занимался теорлей 
усмирен!1я качанй магнита и т. п. Интересно также его наблюдение, 
что сильные разряды бобины, убиваюцие другихъ рыбъ, не дЪйетвують 
повидимому на электрическаго ската. Этотъ фактъ не быль до сихъ 
поръ удовлетворительно объясненъ. 

Талантливый ученый, 4и Во1з-Веутоп4 былъ въ то же время та- 
лавтливымъ популяризаторомъ науки. Въ своихъ многочисленныхъ рЪ- 
чахъ и докладахъ онъ касался самыхъ разнообразныхъ вопросовъ, какъ 
научныхъ, такъ и философскихъ, и литературныхъ. Но ни одинъ изъ 
этихъ докладовъ не привлекъ въ себ такого вниман1я ученыхь, какъ 
его докладъ съЪфзду естествоиспытателей въ 1872 г.: „О границахъ по- 
знаня природы“. Извфстно, что Гар]асе мечталъь о „мфовой формулв“, 
которая давала бы возможность вычислить всЪ матерлальныя явленя 
прошедшаго и будущаго. Уму, который обладалъ бы этой формулой, не 
была бы однако доступна „сущность“ мельчайшихъ движущихся час- 
тиЦЪ — атомовъ —— и здсь лежитъ ‘первая граница нашему познанию. 
Переходъ мертвой матери, вь матерю живущую былъ бы виолнЪ поня- 
тенъ, еслибы мы располагали формулой Лапласа, ибо тогда, разъ дана 
матер!я, каждый процессъ, каждое явленте, а въ томъ числЪ и явленя 
жизни, могли бы быть разложены- въ рядъ математическихъ и механи- 
ческихъ задачъ, Но возникновен!е яроцесса сознаня, простфйшее ошиу- 
щенле въ простфйшихъ представителяхъ жизни составляеть вторую гра- 
ницу, за которую не суждено перешагнуть челов ческому уму, —и эта, 
вторая граница вЪроятно совпадаеть съ первой. Всякой попыткЪ перейти 
эти границы 4и Воз-Веутоп@ противопоставляетъ свое „1епотаЪИтиз“. 


ИЗОБРЪТЕНЯ и ОТКРЫТИЯ. 


Новое примЪнен!е гальваническаго тока. —Если лить тонкимъ 

(  слоемъ расплавленный металль между двумя электро- 
дами, въ которые посылается токъ высокаго напряже- 
ня (см. фиг 41), то металлъ распадается въ болфе 
или менфе тоный порошокъ, въ зависимости, раав- 
нымъ образомъ, отъ температуры жидкаго металла. 
Очевидно, что это изобр$тене можетъ имёитьУмного- 
численныя примЗнен!я: такъ можно РотоВИЗ тв’ свинцо- 
вый порошокъ для пластинъ аккумуляторовъ, превра- 
щать И жел$зо въ сталь. и тыемъ воз- 
духа и т. (Герм. патентъ №890677 „5061646 сУПе 
Ч`6би4ез г ве 4е Растет сбтага“). 
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ОПЫТЫ и ПРИБОРЫ, 


Фол10екопъ. — Подъ такимъ назвашемь поступиль въ продажу 
въ прошломъ году въ ПарижЪ особый родъ стробоскопа, им впий фор- 

А му небольшой тетрадки. На каждомъ листк% этой 
тетрадки было помфщено изображене одного изъ 
посл довательныхъ положен, принимаемыхъ дви- 
жущимся предметомъ. При быстромъ перелисты- 
ван1и тетрадки получалось, какъ и въ обыкновен- 
номъ стробоскоп$, впечатл$ ше непрерывнаго дви- 
женя. Въ настоящее время изобрфтатель фол1о- 
скопа, г. УаНШаах, усовершенствовалъь свой при- 
боръ, прикрзпивъ листки съ изображенями къ 
горизонтальной оси, приводимой въ движен!е руко- 
яткой и помфетивъ эту ось съ листками въ ци- 
линдрическй ящикъ съ отверстемъ въ стёнкз, 
какъ показано на фиг. 41. На краю отверстя 
сдфланъ маленьый выступъ, задерживающй на 
мгновен!е листокъ въ то время, когда онъ проходить мимо отверстия. 
Приборъ даетъ очень хоропие результаты, такъ какъ рисунки на лист- 
кахъ сдфланы помощью моментальной фотограф1и и такъ какъ листковъ 
много. Очевидно, что въ каждомъ прибор можно имфть дв серш 
рисунковъ. 


Усовершенетвованный зажимъ для каучуковыхъ трубоктъ. — 
Всявй, кому приходилось пользоваться обыкновенными зажимами для 
каучуковыхъ трубокъ, знаетъ, какъ иногда бы- 
ваетъ неудобно просунуть трубку въ кольцеобраз- 
ную часть зажима чтобы открыть ее на болЪе 
или менфе продолжительное время, особенно если 
трубка сдЪлана изъ толстаго каучука. Это неудоб- 
ство вполнЪ устраняется чрезвычайно простымъ 
приспособлешемъ, придуманнымъ (. Ге15°’0омъ и 
состоящимъ въ томъ, что къ одной изъ кнонокъ 
зажима припаивается кусочекъ упругой прово- 
локи, изогнутой въ видЪ крючка, какъ показано 
на прилагаемомъ рисунк (см. /—фиг. 42). Упот- 
реблен1е этого зажима вполнЪ понатно изъ чер- 
тежа (Спет. 40.). 





Фиг. 41. 


ЗАДАЧИ. . 


№ 397. Даны двЪ точки А и Ви прямая Г.М; требуется на этой 
послЗдней найти точку С такъ, чтобы углы А и В въ треугольниЕ® 
АВС имЪли данную разность, 


3. Колтовскй (Харьковъ), 
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№ 398. Черезь точку М внутри треграннаго угла 9ХУЯ про- 
вести плоскость, пересфкающую ребра 5Х, БУ, 5Й въ точкахъ 4; В, С 
такЪъ, чтобы объемъ тетраэдра 5 АВС быль шшииим. 


П. Овъшниковь (Уральекъ). 


№ 399. Доказать, что если сумма положительныхъ чиселъ #2, у, 
з, & равна единиц, то 


(уз + Р) — (2-Е) < 1— 13(хуз + хуЁ + хзЕ- 920. 
М. Зиминъ (Орелъ). 
№ 400. РЪшить уравнене 
зи - 005 05= @. 
(Заимств.) Г. Леющиинь (е. Знаменка). › 
№ 401. РАшить систему уравнений: 
3112 — 81(у — 3) =а, 
зи у — 81?(5 — 4) =, 
3125 — 81?(% — у) = с. 
(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ), 
№ 402. Написать частное и остатокъ оть дЪленя многочлена, 
‚ А” -Н Аа... Ара - Аш 


на (х-в)(а--2). 
Е. Буницкй (Одесса). 


РВШЕН1Я Ся 


№ 329 (3 сер.).—Доказать, что если межлу четырьмя положитель 
ными числами 2, 9, зи { существуютъ соотношеня 5 ь 


Ху == и —у>в—&>0, «< 


то ‚© 
(#—у)8-+0>@8—0%=-у). | А 


Такъ какъ по условю, х —у>з— то давно авенство спра- 
ведливо, если докажемъ, что __ —_ 


#—у@--)>(-—0е-у;: 
но это неравенство приводится къ виду: 
> в, 
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что очевидно справедливо, такъ какъ изъ соотношенй 
ду=ди я у>5—1>0 
слфдуетъ, что зи Ё> У. 


Лежебокъ (Ярославль); Я. Полушкинь (с. Знаменка). 


№ 330 (3 сер.).—Р%»шить безъ помощи тригонометрии слёдующую 
задачу, помфщенную въ „Собравн!и стереометрическихе задачъ, требую- 
щихь примфнен!я тригонометри“, Н. Рыбкина, изд. 3, стр. 16, зад. 12. 

„Опредфлить плосый уголь при вершин правильной четыре- 
угольной пирамиды, если центры вписаннаго и описаннаго шаровъ со- 
впадаютъ“. 


Пусть б—вершина пирамиды, А, В, Си Пр— вершины основаня,. 
О—общий центръ шаровъ вписаннаго и описаннаго.. Продолживъ О до. 
перес$чен1я съ плоскостью основан1я въ Ми опустивъ изъ О перпенди- 
куляръ ОМ на грань 5АВ, изъ равенства, треугольниковъ О№5 и ОМА 
заключимъ, что №5 = МА, а изъ равенства треутольниковьъ АОМ и 
АОМ, — что МА = МА. Такимъ образомъ № = №МА = МВ = МА, т.е. 
рад1усъ окружности, описанной около треугольника АБВ, равенъ радусу 
МА окружности, описанной около квадрата АВСО. Треугольникъ АМВ: 
равенъ треугольнику АМВ и Д АМВ = / АМВ= 90°, слЪдовательно- 
ДАБВ = 455. 


М. Зиминь (Орель); Д. Цельмерь (Тамбовъ). 


№ 334 (3 сер.).—Р%$Ъшить безъ помощи тригонометри слфдующую: 
задачу, взятую изъ „Собранля стереометрическихъ задачъ. требующихъ 
примфнен!я тригонометрии“ Н. Рыбкина, изд. 3, стр. 27, № 76. 

„Пирамида съ равными боковыми ребрами имФетъ въ основаши 
прямоугольникъ, стороны котораго а и Ь; соотвЪтствуюцие этимъ сто- 
ронамъ ‘плоске ‘углы при вершин$ пирамиды относятся какъ 3 : 1. Опре- 
дЪлить объемъ этой пирамиды“. 


Наложимъ на грань ЗАВ (АВ==а) грань ВВС (ВО=5) такъ,. 
чтобы вершины и апоеемы граней совпали, и пусть грань 5ВС заняла, 
положене ЗММ. Такъ какъ /. АЗВ =3/ МЭМ, то четыреугольникъ 
МАБВМ представляетъ, очевидно, равнобочную трапецтю, коей параллель- 
ныя стороны суть АВ =аи ММ=Ь, ый НУ 


теор 


а радусъ описанной окружности равенъ ребру пирамиды. Мо | пеорем% 


Птоломея имфемъ: 





А№= АВ. ММ-+ АМ. МВ, 
откуда 
АМ= Уаь- 57. 
} 
Зная АМ, легко опредЪлимъ высоту третья ьника АММ, прове- 
денную изъ вершины М 





У36? — аб 


МР= 5 
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и площадь А ММ, равную 





БУ (@-=5) (36 — а). 
4 


а такъ какъ рад1усъ описанной около треугольника окружности равенъ 
произведеню сторонъ, раздфленному на учетверенную площадь тре- 
‘угольника, то 
р 
и, 
ИБЗЬ— а) 

Зная боковое ребро и стороны основан!я пирамиды, легко опре- 
дФлимъ и искомый объемъ 


у— 46 И (@—5)(а*— 25 —5), 
в 3$ —а 


Терентьевь (Гельсингфорсъ); М. Зиминь (Орелъ). 


з 





№ 336 (3 сер.)—Построить треугольникъ по даннымъ: углу (/ В), 
‘разности между стороной, прилежащей этому углу, и высотой, соотв т- 
‘ствующей другой прилежащей сторон (с—й.) и по периметру треу- 
тольника. 

Построивъ уголь В, на одной изъ сторонъ его выберемь произ- 
вольную точку М и опустимъ изъ нея перпендикуляръ ММ на другую 
сторону угла В. Отложивъ на прямой, МВ оть точки М по направле- 
ню въ В отр$зокь МР=ММ, а оть точки В по направленю къ М 
-отрёзокъ В.=е— 1, проводимь ДЕ|РМ (точка Е на ВМ№ и 
ЕА || ММ (точка А на ВМ). Отложивь далфе по прямой ВМ отъ точ- 
ки В отр$зокь ВЕ = р — АВ и возставивь къ АЕ перпендикуляръ 
изъ средины АЙ, найдемъ въ пересЪчени его съ ВЕ точку С. Тре- 
угольникъ АВС есть, очевидно, требуемый, ибо АВ АЕ=АВ—АШ= 
—6с—ши АВ-- АС-- ВС = АВ-- ОЕ-- ВС = АВ--.2р — АВ=9Р. 

М. Зиминь (Орелъ); Лежебокъ (Ярославль); Ю. Идельсонъ (Мюнхенъ); Теренть- 
`›евъ (Гельсингфорсъ); 9. Заторскай (Москва); 0. Циклинскй (Пинскъ). 


ОБЗОРЪ НАУЧНЫХЪ ЖУРНАЛОВЪ. «> 





С 


мАтТнн515. 
1896.— № 5. о 


Е \ 
Зиг 1ез сегс]ез га@1есамх. П’аргёз М. /. Дигав Гоа т. Пусть О и О", 
В и В' суть центры и радйусы двухъ окружностей; требуется”Найти геометрическое 
о м$сто такихъ точекъ М, степени которыхъ*) относительно`э?ихъ окружностей равны 
„по величин и противоположны по знакамъ. } 





*) См. „Новая геометр:я треугольника“, \1. 1. 
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Положимъ ОО’ =), МО =4 МО’ == 1; по условю задачи 
В = (В), или В = Ва Во, 
Если М есть средина ОО' и В" = ММ, то, на основан полученнаго равен- 


.ства, найдемъ, что р 
2(В? -|- В’) — 0? 


К/”/2 =— 
4 
-слфдовательно, искомое геометрическое м$сто есть окружность, описанная около 
-точки М рад1усомъ В” = '/2 У>(В + В'?)— 1. Эта окружность называется ради- 


„кальною окружностью для данныхъ окружностей О и О’. (По аналоми съ радикаль- 
„ною осью). 


Если окружности О и О’ перес$каются (или касаются другъ друга), то ради- 
-кальная окружность проходитъ чрезъ обция точки ихъ. 


Если окружности О и О’ находятся одна внутри другой, то О < = (В'’—В), 
0:< В? -- В’ — 2ВВ' < В?" -- В" < 2(В* -- В”); 


‘поэтому, въ этомъ случаЪ для В“ получается всегда величина дЪйствительная, т. е. 
радикальная окружность можетъ быть построена геометрически Въ частномъ слу- 
ча, когла окружности О и О’ концентричны, радикальная окружность также кон- 


ицентрична съ ними и имфетъ радусомъ В" = 1/2 У>(в2-+ В"). 


Если окружности О и О’ находятся одна внф другой, то радикальная окруж- 
ность будеть дфйствительной, или мнимой, смотря по тому, будетъ-ли 2(В? -- В?) 
‘больше или меньше 0. При 2(К? -- В’) = О? радикальная окружность обращается 
въ точку (срелина ОО’). 


Положимъ, что окружности О и О’ не имфютъь общихъ точекъ. Обозначимъ 
чрезъ Е и С, Е' и С’ точки пересфчен!я ихъ съ произвольной третьей окружностью 
О". Радикальная ось ЕС окружностей Ои О” и радикальная окружность для окруж- 
‚ностей О’и О“ пересфкаются въ двухъ точкахъ Н и Н', чрезъ которыя проходить 
радикальная ось окружностей О и О’. Ибо, если Р, Р’, Р" суть степени точки Н 
„для окружностей О, О’, О", то Р=Р" и Р' = — Р*, слЪдовательно Р = — Р'. Этой 
теоремой можно пользоваться для построен!я радикальной окружности для двухъ 
‘окружностей неим$ющихъ общихъ точекъ. 


УдобнЪе, однако, съ тою-же цЪфлью пользоваться слфдующей теоремой: 


Если даны три окружности О, О’, О”, то радикальная ось радикальныхь ок- 
‘ружностей для ОиО’, ОиО" совпадаеть с5 радикальною осью окружностей О’ и О". 


Авторъ заканчиваетъ статью указанйемъ на слфдуюция приложен!я свойствъ 
‘радикальныхъ окружностей къ гесметр!и тр-ка. 


1) Обозначимъ чрезъ Ра, Рь, Ре окружности, имфюция л!аметрами стороны 
тр-ка АВС, —чрезь Оз. Оз, Ос — окружности, имфющия д1аметрами медланы АМа, 
ВМь,‚ СМ того-же тр-ка. Оа, Оъ, Ос суть радикальныя окружности для Рь и Ре , 
Реи Ра, Раи РЬь. к 


2) Пусть Ча, 0. Ос суть окружности, центры которыхъ находятся в® 
динахъь Ма, Мь, Мс сторонъ тр-ка АВС, а рад1усы — равны мед1анамъ МА; 
Ме С того-же тр-ка. 5 

ДЛламетры этихъ окружностей = мед1анамъ тр-ка А’В’С', антидопбянйтельнаго 
для тр-ка АВС (Нов. геом. тр-ка Ш,9). Раликальныя оси окружностей о’, Чь, Це, 
но двф взятыхь, суть прямыя симметричныя съ высотами тр-ка АВЕ) относительно 
‘центра О описаннаго около него круга; радикальный центръ тфхь\же. окружностей 
‘есть ортоцентръ тр-ка А“В’С.. о” 

3) Если Уа, Уь, Ус суть окружности, имфюпия ‚даметрайи стороны тр-ка 
А’В’С’, то Ча, Ц, Ос суть радикальныя окружности “для Уьи Ус, У\си Уа, 
Узи Уь. 

Зиг 1е; $1ап1ез 6циПафбгаах 1шзст18 & пе соп1 аще. Раг М. А. Охох- 
«Багпу. Въ дополнен!е 8%: изсл$лованямъ правильныхъ тр-въ, вписанныхь въ кони-> 
‘ческя сфчен!я, авторъ сообщаетъ полученные имъ результаты, изъ которыхъ обра- 
'щаемъ внимаве на сл$дуюшая теоремы: 


‘или 
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т) Если уголь между ассимптотами = 60°, то всякая точка гиперболы есть. 
вершина правильнаго вписаннаго въ нее тр-ка; двЪф друмя вершины этого тр-ка суть. 
безконечно удаленныя точки гиперболы. 

2) Если ассимитоты гиперболы составляютъ уголъ въ 120°, то геометриче- 
скимъ мЪстомъ центровъ окружностей описанныхъ около правильныхъ тр-въ, впи- 
санныхъ въ гиперболу, служатъ дв параллельныя прямыя. 

Зпг ппе попуеПе 46мопзфта оп и розбафиш @’ЕпеНае. 


Профессоръ М. Р. Мапзоп разбираетъ новое доказательство постулата Эвкли- 
да о параллельныхъ прямыхъ, предложенное М. Флоровымъ, членомъ Ффранцузскаго 
математическаго общества. Доказательство, конечно, оказалось несостоятельнымъ. 

М№Мобез ехфтафез @е 1а соггезропаапсе шафВбтайЙчие еф рпуз1дие. то. Де: 
а соигфе аих №7015 Тоцегу её 4е 5а 1апвете. тт. биг диедиез соигфез хетагдиа г. 


Зо1аопз 46 диезНоп5 ргорозбез. №№ 814, 995 и 993, 968, 969, о. 
Опез Я опз {ехашеп. №№ 748, 749. 


Опез 018 ргорозбез. №№ 1068 —то7т. 
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ОТВБТЫ РЕДАКШИ. 


П. С. (Н.-Новгородъь).— „Данный прямоугольный треугольникъ скользить вер- 
шинами острыхъ угловъ по прямымъ“ = „данный прямоугольный треугольникъ пере- 
м$щается въ плоскости такъ, что вершины острыхъ его угловъ остаются на данныхъ 
прямыхъ“. „Подвижной прямоугольникъ“ въ данномъ спучаз есть перемфнный прамо- 
угольникъ. „Неподвижныя точки“ суть точки, не перемфщаюцияся въ плоскости чер- 
тежа. Маленьюй софизмъ не будетъ напечатанъ. 

В—му (Сиб.).— Вфроятно Васъ виолнф удовлетворить двухнедфльный журналъ. 
„Веуце обибга]е 4ез з1епсез ригез её аррИдибез“; онъ стоитъ 25 фр. въ годъ и. из-- 
дается у С. Саттё и С. Мааа (3, гае Васше, Рат1з). 
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